Les fractions et les nombres décimaux

) rappel historique

Le premier type de nombres qui est venu a I'eslerithomme est celui des
nombres naturels(entiers) qui visent a rendre cemptla pluralité d’objets
identiques ou non.L’idée de comptage, de dénombrepwir permettre les
comparaisons, pour garder la méumoire des quandigdeur évolution a conduit
a I'élaboration de systemes de représentationgsigrthtion de ces quantités,
c'est-a-dire a dessystemes de numeération plus msmomplexes.Pour partager
ou pour mesurer des grandeurs, il a fallu pensler@ouveaux nombres :les
fractions et ensuite les décimaux.

C’est par cette entrée que les fractions et lesonesndécimaux doivent étre
introduits a I'école élémentaire au cycle 3.Ces In@® doivent apparaitre comme
de nouveaux nombres, utiles pour résoudre desémas que les nombres entiers
ne permettent pas de résoudre de facon satisfaigaoblemes de partage, de
mesures de longueurs ou d’aires, de repérage sugraduation.

L’idée de fraction est née de la nécessité deifnaaer des entités en parts
égales.Les égyptiens et les babyloniens ont d’abiiisé des fractions de

numérateur égal a 1, c’est a dire les quantié%e?]:s.%, etc .Ces nombres sont

nés d’'une nécessité pratique : partage de ter@dénspoupeaux, de quantités
diverses.Puis sont apparues des fractions co%rm%, toujours inférieures a

I'unité .Le dénominateur indiquant en combien desplunité doit étre partagée
et le numérateur le nombre de fois ou I'on doihgre le résultat du partage de
I'unité.

C’est le probléme posé par la mesure des grandeurs étendre le sens des
fractions a une nouvelle signification, celle depart entre deux entiers.

Pour les décimaux, ce sont des fractions décinedlésdoption de leur écriture
décimale s’est produite de facon indépendante aiemorient(15éme siecle) et
en Europe(16eme siecle).

Pour Al-Kasi au moyen-orient, la généralisatiodaleumération décimal de
position des entiers se fait a I'image d’un systé&meagésimal de position ou les
fractions de I'unité s’appelaient minutes,secortégses....IL introduit donc les
fractions décimales dans le méme esprit que letidres sexagésimales et pour
les écrire, place un trait aprés la partie entierendique pour chaque chiffre, la
position qu’il occupe ou donne seulement I'ordredéwmier chiffre : ainsi 3{323
ou 3||6|2'3” ou encore 3623".

En occident Francois Viete sépare lui aussi lesgsagntieres et décimales par
une barre verticale.

C’est le flamand Stevin qui a dévellopé I'utilitésinombres décimaux pour
faciliter les calculs.ll a proposé un systeme datimn(dévellopé dans un petit
fascicule intitulé « la disme ») qui était le suiva

261 +%s’écrirait : 261081 42 3 les chiffreD, 1, 2étant entourés pour

montrer qu’ils indiquaient le rang des différensfftes présents .
Puis Neper utilisera la notation 261.843 qui dedrar261,843



)  rappel sur les notions mathématiques
A) les fractions et les rationnels
1) définition et propriétés

Une fraction d’entiers est un quotient de deux&eat'notée% ou a et b sont deux

entiers et b un entier non nul.C’est un représeémam nombre rationnel qui est
solution de I'équation b x = a
Dans I'ensemble des entiers (positifs notéou négatifs not&) , les opérations
portant sur les nombres entiers(addition,soustmactnultiplication) donnent des
résultats qui sont encore des nombres entiers ceaigest pas le cas pour la
division qui n’aboutit pas toujours a un nombreemt
Ainsi I'équation bx = a n’a pas toujours une saatdans I'ensemble des entiers
.Par contre, elle a toujours une solution dans sbemble des nombres
rationnels(noté Q) .
Cet ensemble posséde un certain nombre de prapriété
- la somme, la différence, le produit, le quotientdéeix nombres rationnels est
un nombre rationnel
- on peut ordonner I'ensemble des nombres ratioreal®n peut ordonner les
fractions
- entre deux rationnels , on peut intercaler unaitdide rationnels
- Un nombre rationnel est un nombre qui peut étreegmté par une infinité de
fractions d’entiers.ExempIeE’ -5.30_10_ .
21 7 42 14
2) Les différents sens de I'écriture fractionnaire :

a) Une premiere signification liée au partage :
On partage 'unité en b parties égales, puis opréléve a parties.
Danscecad = 1+1:1y 1 ( afois)
b b b b b
Cette signification est facilitée par la lecturealeren usage% est lu « deux

tiers ».C’est cette signification qui est utiliggaur introduire les fractions simples

a I'ecole élementaire.Elle est plus difficile a gmendre pour des fractions plus
grandes que l'unité.

Dans le domaine de la mesure cette significationliée au mesurage par
fractionnement de l'unité partage du segment unité en b parties égales pour

obtenir un segment de mesure de Iong%leat ajout de a mesuréb}-spour obtenir

un segment de mesure de Iongu%ur

Partage :

Partage de 2 bandes en 3 : chaque bande est pagtagée

Le résultat est 2 xz— :

Mesure :
Mesure d’'un segment avec une bande un




Mesurage par fractionnement de I'unif
segment de longueur L

Résultat :ngu ou L= 2U +%u

b) Une deuxieéme facon d’effectuer le partage :
On partage a en b parties égales.ll y a partadge tdealité .

Ce qui sous-entend la notion de quotient de demxones, le rationneié apparait

comme la solution de I'équation : bx ?=a.( senséau college).
Dans le domaine de la mesure cette significationliée au mesurage par
commensuration : Partage du segment de mesurendgdor a en b parties

égales. La mesure de la longueur du segment OBBIIEU

Partage :

La longueur totale de 2 bandes mises bout a bopbemgée en 3.
Le résultat es{%B.

Mesure :
Mesurage par commensuration : on fait coincideav&: 5U :

c) I'aspect fonctionnel :
. a - 7 7 . . -
le ratlonnelE est considéré comme notation fonctionnelle (« amsiton

d’opérateurs »).C’est ainsi I'abréviation de ladhion « multiplier par a sur b »,
composée de la fonction « multiplier par a » elad@nction « diviser par b ».
Dans le domaine de la mesure cette significatibfiésa la proportionnalité entre
les mesures.(par exemple dans le cas d’'un agranuzst)



B) les nombres décimaux
1) définition et propriétés
Un nombre a est un nombre décimal s'’il peut s’ésous la forme d’'une fraction

décimale :azl% ou b est un entier relatif et n un entier naturel.

Les nombres décimaux sont donc des nombres ratfopasiculiers :ce sont les

rationnels qui peuvent étre représentés par ungdnairréductible dont le

dénominateur est le produit d’'une puissance de R puissance de 3"x5"

L’ensemble des nombres décimaux est noté D ; 8¢ubes les propriétés

suivantes :

- la somme, la différence, le produit de deux homdéEsmaux est un nombre
décimal

- le quotient de deux nombres décimaux n’est pastwsijun nombre décimal :

exemple :les deux nombr%eti’—g sont des nombres décimaux mais leur quotient

25

t :é—g =§—::g ; or 7 n’est divible ni par 2, ni par 5(c’est unnmbre premier) le

10
: 25 35 L .
guotient deE par n'est donc pas un nombre décimal.

vau

- Tout nombre décimal est un nombre rationnel, unbremationnel n’est pas
toujours un nombre décimal

2) Une autre écriture des nombres décimaux :
Pour exprimer des quantités inférieures a 1 togagdant le principe de notre
systéme de numération pour I'écriture des nomhméiers dont la base est 10 et
qui est positionnel(chaque symbole prend une valéi@rente en fonction de la
place gu’iloccupe dans I'écriture du nombre),orualpnner du nombre décimal
une nouvelle écriture en prolongeant le systemeritiige de la décomposition
canonique d’'un nombre entier en utilisant pouniembres décimaux les
puissances négatives.
Ainsi 5896=5x10° +8x10* + 9x10" + 6x10°

Et en prolongeant ce systeme, le nom%%%i—sse décompose sous la forme

4x10" +8x10° +3x10™* +8x10 +5x10°°.

Il est ainsi possible d’exprimer un nombre décieéhide de puissances de 10
comme pour les nombres entiers en utilisant uniguntthe rang occupé par
chaque chiffre pour indiquer la puissance de 1@aligifait référence.

Le nombre décimal est donc ainsi composé d’unéepantiere ( représentée par
les chiffres 4et 8) et d’'une partie décimale (repnéée par les chiffres 3, 8, et 5)
Pour distinguer ces deux composantes du nombrsyitfiede les séparer par la
virgule.Ainsi, est née I'écriture a virgule d’'unmbre décimal .

L’écriture décimale est donc une autre écritureestiintroduite a partir de
I'écriture fractionnaire pour lui donner du sens :

48385_, . 8,3 , 8 | 5 _,g3g85

100¢ 10 10C 100C 1000(




L’écriture a virgule n’est pas seulement réserwéermmbres décimaux .On

I'utilise aussi pour représenter des nombres ragtshou des nombres réels :on

distingue alors 3 cas :

- I'écriture est finie :lorsqu’il s’agit d’'un nombmécimal

- I'écriture est infinie mais périodique :lorsqu’iagit d’'un nombre rationnel
non décimal

- I'écriture est infinie et non périodique lorsqusiagit d’'un nombre réel non
rationnel(irrationnel) comme ou /2

remarque : les nombres entiers ont une proprigt&epiere, ce sont les seuls

nombres qui possedent deux écriture a virgule éeniéure finie et une écriture

périodique infinie ;par exemple 2=1.999999..... e2.0=

en effet sia = 1,999999.... Alors 10a = 19,99999.10st — a = 18 donc 9a = 18

d'ou a = 2.

3) a quoi servent les nombres décimaux ?

Avec cette écriture a virgule, on les utilise demdomaine de la mesure :

Si I'on effectue des mesures a l'aide d’instrumelaist la précision est limitée, en

utilisant un systémes d’unités fondé sur le systééwal et en privilégiant 'une

de ces unités, les résultats peuvent facilemeatedrimés par des décimaux.

Il s’agit seulement de donner a I'aide des nombeggsmaux une approximation

de la valeur exacte de la longueur mesurée.

Les nombres décimaux sont donc utiles pour :

- exprimer le résultat d’'un mesurage effectif a kadlun instrument et avec le
choix d’'une unité adaptée

- approcher tout quotient d’entiers (rationnel) dsyses que I'on veut

- approcher tout réel d’aussi prés que lI'onveut anpére ainsi de graduer la
droite numérique.

- Opérer sur eux avec les mémes régles de calcyaurdes nombres entiers a
condition de respecter les regles de positionnenheid virgule et de ne pas
avoir une conception erronée de I'écriture a viegul



)  Les difficultés dans I'apprentisage des décimaux

Avant de définir une progression possible, rappelen principales difficultés
rencontrées dans I'apprentissage des nombres décima
L’extension du domaine numérique des entiers nistatex décimaux ne va pas de
soi.ll s'agit pour les enseignants et pour les&daVune véritable rupture qui va
entrainer un certain nombre de difficultés.
1. La perception d’'un nombre décimal doit étre rapbée de la décomposition a
I'aide de fractions décimales et ne doit étre kgposition de deux entiers (partie
entiere et partie décimale) qui provoque ce tygerdurs :

- dans la comparaison :2,234 > 2,3 car 234 > 3

- danslescalculs: 17,3 + 21,8 =38,11
2.La partie décimale ne doit pas étre percue coommeombre entier,ayant un
nombre limité de chiffres , non détachable de lssamité( comme 3,25 pour 3 euros
et 25 cent ou 3 minutes et 25 secondes ou 3 neitscentimetres) ce qui
provoque ce type de comportement :

- iln’y a pas de nombre décimal entre 4,32 et 4,33

- 2,5 est différent de 2,50

- 3,40 a pour prédécesseur 3,39
3. 'apprentissage intervient apres un long trasailles nombres entiers du CP au
CM1, il sera donc difficile d’'empécher les élevesvduloir traiter les décimaux sur
le modele des nombres entiers qu’ils commencerramaitriser.

4. Les nombres décimaux different des nombresrsrdggsentiellement par leurs
propriétés liees a l'ordre :
- l'idée de sucesseur n’a plus de sens
- entre deux nombres décimaux, on peut intercaleinfimi#é de nombres
décimaux alors qu’entre deux entiers naturelsailun nombre fini d’entiers
naturels .
- les régles de comparaison ne sont pas les mémes.
et par les régles sur les opérations .

5. La multiplication d’'un nombre décimal par un rmentier qui doit étre installée
avant celle de deux décimaux, va présenter uneatiewlifficulté :
En effet 6x3 a souvent comme premier sens celuedaddition itérée 6+6+6 ou
3+3+3+3+3+3. Mais dans le cas d’'un nombre décirmaup entier, par exemple
3x2,5, seule est significative I'égalité 3x2,5=23+2,5. Les deux facteurs du
produit ont de fait un réle dissymétrique et desgtions se posent alors :

- peut-on écrire 3x2,5 = 2,5x3 ?

- le sens premier de I'addition itérée est-il enquedinent ?

- ne faudrait-il pas introduire d’emblée une autgngication ?

Et dans le cas du produit de deux décimaux, urneireiple sens va se produire
puisque 2,5 x 4,7 ne peut signifier 2,5 itéré ;g f

6. La multiplication de deux entiers non nuls gdats un résultat supérieur a chacun
de ses deux facteurs et cela devient faux lora daultiplication de deux nombres
déecimaux.Ainsi 0,5x6=3 et 3 est inférieur a 6.

C’est pour cela que bien souvent, I'éléve écrit,6x€B0.



IV)  Une progression possible
A) les différents aspects a prendre en compte

Il s’agit donc de mettre en place une premiére nisaitdes fractions et des
décimaux par la compréhension de leurs écrituagsise en relation des écritures
a virgule et des sommes de fractions décimalespiaparaison des décimaux,
I'utilisation des graduations.

Il semble important de tenir compte de différerggexts dans la mise en place
des nombres décimaux :

v

v
v

v

ANANE NN

Les connaissances et les conceptions des éléves :

ilIs ont en début de CM certaines connaissancegdsdaes pratiques
sociales ou des classes antérieures concernarftalgfons simples
(demi,quart..) qui font référence a des parts sutisique(tarte)

IIs peuvent avoir rencontrer des expressions comnpEendre la
moitié ou le quart » ou des expressions ou figudestécritures a virgule
pour matérialiser des expressions composées guinfi@mvenir plusieurs
unités

Les nombres décimaux sont pour eux de nouveaux esmb

Les nombres décimaux ont deux écritures, une éerftactionnaire et
une écriture a virgule

Les régles de comparaison sont différentes de sceleess nombres
entiers : les éléves utilisent souvent un théoremecte : parmi deux
nombres, le plus grand est celui qui a I'écritarelus longue

Entre deux décimaux, on peut placer une infiniguttes décimaux

Les nombres décimaux sont utiles dans les actigdgéénesure

Les nombres décimaux servent a approcher d’autmebres

Les techniques de calculs sur les nombres enteengradongent dans
I'ensemble des nombres décimaux

Pour cela :

v Il faudra éviter d'introduire les décimaux a partdes mesures de

grandeur avec les unités usuelles, utilisant dégsiet des sous unités
car cela conduit a la conception du décimal conendonnée de deux
nombres entiers séparés par la virgule.

Il est nécessaire de faire prendre conscienceagieritiers ne suffisent
plus pour résoudre certains problémes.

L’introduction des nombres décimaux a partir desrit@es
fractionnaires permettra de donner du sens a chaufiee de I'écriture
a virgule.

Il faudra s’appuyer sur la droite numérique poinefarendre conscience
des regles relatives a l'ordre pour les décimaax,'emboitement des
graduations est un axe important dans I'étude detres décimaux.



B) Progression CM1

1) Ce gu'il est nécessaire de maitriser avant l'intaithn des nombres décimaux
Fractions et nombres décimaux permettent d’exprimeésultat d’un partage ou
d’'une mesure ‘une unité étant donnée) ; ils peenethussi de repérer les points
d’une droite.

Il est donc nécessaire de maitriser :
* la numération sur les nombres entiers :

- le systeme de position

- les régles de comparaison

- plus particulierement les relations qui existentreeries différents ordres
d’unités.

- La mise en évidence des relations opératoires é&grgroupements, utilisées
dans les calculs multiplicatifs

- Multiplier par 10, 100, 1000

- L'utilisation des expressions « n fois plus grang n fois plus petit »pour
comparer des nombres, et plu particulierement antites,dizaines, centaines
avec n= 10, 100, 1000...

Les situations qui permettent de réactiver ces @issances :

- I'enveloppe de nombreqavec les nombres entiers)

- la machine a multiplier ou a diviser

* les notions de grandeur et de mesure :
- étre capable de distinguer objet, grandeur et reesur
- étre capable de reporter un étalon n fois et d@assta mesure au nombre de
reports.

» la graduation d’'une droite : construction et regérde points
- situation : les fils numériques(ermel CM1)
- situation : la regle cassééCap math)
- situation : repérage d’un point 1(donner du sens aux mathématigues-tome2-
Bordas)

» les partages équitables

2) Introduire les fractions simples :

- en utilisant le cadre du partage
On réactive les connaissances sociales sur lesioftacsimples avec les
situations :
- Les horloges(ermel CM1)
- Les drapeaux(outils pour les cycles).
- Les gateaux(donner du sens aux mathématigues,tome2,Bordas)
- Le partage équitable,
- Les tartelettes,
- Les tablettes de chocolaflREM de Rennes);



- en utilisant le cadre de la mesure de longueurs
On va proposer des situations pour lesquelledi$ation des nombres entiers
est insuffisante. L’objectif sera alors de réinirdst écritures fractionnaires
dans un contexte de mesure

- Situation :La bande unité(ermel cml):il s’agit d’exprimer avec l'unité
donnée par une bande unité,la mesure de la longdeur segment.les
segments sont tels que la mesure de leur longuesir pas un nombre entier
d’unitésLa longueur restante est inférieure a téuhies éleves doivent écrire
un message pour indiquer la mesure de la longuesedment dont ils ont la
charge.La synthése doit faire apparaitre des naméxprimés a l'aide de
fractions simples,celles qui expriment une actielletque plier en deux,en

guatre, etc.par report de bandes des écritures tqaue%+% :% pourront étre

mises en évidence,montrant ainsi que [|'écriture itadd est liée au
report.I'activité sera prolonger par le mesuragdadi®ngueur de segments et
par la construction de segments dont la longuetirdesnée, puis par le
repérage de positions de points sur une droite rigoe

- Situation : Quelle bande ont-ils IREM de Rennes) (cette situation utilise
les écritures fractionnaires comme résultats deurage par commensuration
ou par fractionnement de l'unité)

- Situation :Travail sur les demis On va utiliser la fraction% dans d'autres

contextes.

3) Extension a d’autres fractions élémentaires :

- Situation : Fractionner l'unité en 2, 3, 4, 5, ...pats :utilisation d’'un guide-
ane

- Situation : La machine a partager des bandes et desggment{IREM de
Rennes)

4) Graduer une droite numeérique et utilisation destivas

il s’agit d’utiliser des fractions et des écrituaasditives pour situer des points sur

une demi-droite graduée et pour exprimer des dist&an

- Situation : repérage d’un point 2(donner du sens aux mathématiques-tome2
Bordas)

- Situation : Droite graduée Yermel CM1)

5) Introduction des fractions décimales et des éa#arvirgule
- Situation : Droite graduée 2(ermel CM1)

- Situation : la machine(suite)

- Situation :le compteur

6) Comparaison des hombres décimaux

Dans le cadre du partage :

- Situation : ont-elles la méme part AREM de Rennes) cette activité fait
intervenir les décimaux en privilégiant I'écrituractionnaire.

- Situation :Des nombres égauxREM de Rennes), il s’agit de situations
d’entrainement sur I'égalité des écritures en dehde leur contexte
d’introduction



Dans le cadre de I'utilisation de la droite graduée
- Situation :Comparaison de décimaux(ermel CM1), il s’agit d’élaborer
des procédures de comparaison des nombres décenaiappuyant sur la
signification des différents chiffres de leur éarét a virgule.

7) Somme et différence de nombres décimaux
- Situation : Somme et difféerence de nombres décima@ermel CM1)
- Situation : Les fournitures (ermel CM1)

8) multiplication et division d’'un nombre décinmgdr 10, 100, 1000
- Situation : Que devient l'unité Aermel CM2) il s’agit de faire calculer des
produits d’'un nombre décimal par 10, 100, 1000 ettant en ceuvre des
procédures personnelles.Une régle de calcul étamtite dégagée et
formulée.

9) multiplication d’'un hombre décimal par un entier
- Situation : Multiplier un décimal par un entier ( ermel CM2). il s’agit de
faire calculer des produits d’'un nombre décimal parnombre entier en
mettant en ceuvre des procédures personnelles.\dgiee de calcul étant
ensuite dégagée et formulée.

C) Progression CM2
D’apres les nouveaux programmes, pour cette classaira de :

1) réactiver les connaissances sur les écrituresdraaires :
- Situation : Les bandesermel CM2)

2) placer des points sur une graduation a l'aide dastibns et des nombres
décimaux
- Situation :Graduations(ermel CM2)

3) réintroduction des nombres décimaux
- Situation : écriture a virgule (ermel CM2)
- Situation : L’enveloppe de nombres avec les nombretcimaux

4) comparaison, addition soustraction des hombresraeni
- Situations :Comparaison 1 et Zermel CM2)

5) multiplication de deux nombres décimaux
- Situation :multiplier un décimal par un entier (ermel CM2)
- Situation :Les devises (multiplication et divisionpar 10, 100, 1000)
(ermel CM2)
- Situation : Un rectangle de périmetre 15IREM de Rennes)

6) relations entre les écritures a virgule et lesté@s complexes

- Situation : Ecriture décimale-écriture complexe(ermel CM2)
7) relation avec le systeme métrique

- Situation : Drole de systeme (métrique) {ermel CM2)
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